Devoir maison n°9 - Correction

Exercice 1. (d’aprés CCINP TSI 2024)

L’objectif de cet exercice est d’étudier I'existence de la borne inférieure suivante :

1 (22 — qr —b)°
m:inf{/ wdx, (a,b) E]RZ}.
0 1+

Plus précisément, nous allons montrer que cette borne inférieure existe et est atteinte en un unique couple
(a,b) de R
Partie I - Etude d’une suite d’intégrales

On pose, pour tout entier naturel n :
1 n

n =

d
0o 1+ o
Q1. Calculer Iy.

. 1 _ L
On a directement [y = /0 1tz dz = [ln(l + a:)}o S .

1
Q2. Montrer que, pour tout n > 0, I, + I,41 = Py En déduire la valeur de I.
n

e Soit n > 0. Par linéarité de 'intégrale :

1

1,1 n+1 1 .1 n+1 1
In+In+1:/x+x dm:/xwdx: z _
0 1+2 o 147 n+1 0

o En utilisant cette égalité pour n = 0, on obtient Iy +1; =1, douvia Q1,|[; =1—-1In2|

Q3. Montrer que la suite (I,,),>0 est décroissante.

Soit n € N. On étudie le signe de I,,41 — I,..
Par linéarité de l'intégrale et en factorisant comme dans la question précédente :

Lagn(z —1)
Ly —In=| ————dz<0,
1 /o 1+ r<0

car sur [0;1], 2 —1 <0, 2" > 0et 1+ > 0. Ainsi ‘la suite (I,)n>0 est décroissante ‘

Q4. Montrer que (I,),>0 est convergente et que sa limite est 0.

xn
o Soit n € N. Pour tout z € [0; 1], 172 > 0 donc par croissance de I'intégrale, I,, > 0. La suite (I,,)n>0
i

est donc minorée (par 0) et décroissante (d’apres la question précédente) donc ’ elle est convergente ‘

A\ Remarque : Ceci ne suffit pas pour conclure concernant la valeur de la limite.
o Notons ¢ = lim I,, (qui existe d’apres le point précédent). En passant a la limite dans 1’égalité de Q2,

on obtient ¢/ + ¢ = 0, d’ou .

Q5. En utilisant Q2 et Q3, montrer que :
1
Vn=>21, ——- <1 < o,
" 2n+1) "2

et en déduire un équivalent de I, quand n tend vers 4oo.
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o Soit n > 1. Par décroissante de la suite (I,;)n>0, on a I,11 < I, < I,—1 et donc en ajoutant I,
Ly + L1 <20, < I, +I—1.

Or d’apres Q2, le membre de gauche vaut n%rl et celui de droite % En divisant par 2, on obtient bien
1 1
< <

2(n+1) 2n

I'inégalité

o Ensuite, en multipliant par 2n l’encadrement précédent, on obtient < 2nl, < 1. Comme

2n+ 2
2n 1
lim = 1, d’apres le théoréeme des gendarmes, lim 2nl, = 1, autrement dit | [,, ~ — | (car

le quotient de ces deux quantités tend vers 1).

Partie II - Etude d’un produit scalaire
On note E = R[X] et on pose

Q6.

Q7.

Qs.

V(P,Q) € E?, <PQ>=/01WC1$.

Montrer que (- | -) définit un produit scalaire sur E. On note ||-|| la norme associée.

Remarquons tout d’abord que 'application est bien définie car il s’agit de I'intégrale d’une fonction
continue sur le segment [0;1].

: ' P(z)Q(x) ' Q(z)P(x)
5 : P P. g’ P :/ —_— :/ ————dz = P).
Symétrie : Pour (P,Q) € E*,on a (P | Q) s dz I iy dz=(Q | P)
Linéarité a gauche : Soient (Pp, Py, Q) € E3 et A € R.

L (AP (z) 4+ P2(2))Q(z)
1+

0
1P
—/ 1 d+/ dzx
1+

=MP Q)+ (R [Q).

dx

AP+ Py | Q) :/
> linéarité de l’intégrale

Linéarité a droite : Découle de la linéarité a gauche et de la symétrie.

2
s _ [ (P(@)
Positivité : Soit P € E.Ona (P | P) =
o l+=z

Caractére défini : Soit P € E tel que (P | P>

dz > 0 en tant qu’intégrale d’une fonction positive.

0. D’apres le calcul précédent cela signifie que

est continue, positive et d’intégrale nulle donc
1+=x 1+z

(P(x))?

1+=z
polynéme P admet une infinité de racines (tout les réels de U'intervalle [0; 1]) donc il s’agit du polynome

nul.

1 (P(2)?
/ de = 0. Ainsi la fonction z — il )
0

nécessairement pour tout z € [0;1], = 0, i.e. Yz € [0;1], P(z) = 0. Par conséquent le

Finalement, ‘ (-] -) est un produit scalaire sur F ‘

Les vecteurs 1 et X sont-ils orthogonaux pour ce produit scalaire ?

IMMxzx
1+zx

de =1; Y1 w2 # 0, ‘les vecteurs 1 et X ne sont pas orthogonaux ‘

Clomzms {1 || JT) — /0

On note L(X?) le projeté orthogonal de X? sur Ry[X]. Justifier I'existence de deux réels o et 3 tel
que L(X?) =aX + 8.
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Qo.

Q1o0.

En tant que projeté d'un vecteur sur Ri[X], on a L(X?) € Ry[X] = Vect(l,X). Autrement dit

L(X?) s’écrit aX + 3 avec (o, B) € R?|.

Que peut-on dire du polynéme X2 — L(X?) par rapport a I'espace vectoriel Ry[X]? En déduire que
(cr, B) est solution du systéme linéaire :

La+ Iy = I,
IQO( + 11,6 = Ig.

o En tant que projeté orthogonal de X? sur Ry[X], on a| X2 — L(X?) € Ry[X]* | (Faire un dessin.)

« Comme (1, X) est une base de Ry[X], X2 — L(X?) € Ry[X] si et seulement si
fie- -0 g

o 13- 10y =

Orona(1|1)=1I (1| X)=(X|1)=1,(X | X)=(1] X% =ILet (X | X?%) = I3 dou le systéme
{12—0511_,8[0:0 . . {11014-[0/3:]2,

1| X?-aX-8)=0
X|X?-aX-8)=0

1| X)) —a(l]X)=B(1|1)=0
XX -a(X|X)-B(X|1)=0

(
(
(
(

qui se réécrit
Is—aly — 811 =0 Lo+ L5 = 13.

Justifier 'existence du réel m et I'égalité m = || X? —aX — 3 HQ On ne demande pas de simplifier cette
expression.

Commengons par remarquer que

1 (9:2—a3:—b)2 9

/ 2 dz=(X?-aX - b| X*—aX —b) = | X? - aX —b|".
0 1+

Ainsi m = 1nf{||X2—aX b|| (a,b) € ]RQ} = inf{||X2—P(X)||2, Pe R1[X]}, ce qui est la définition

du carré de la distance de X2 a Ry[X].

D’apres le cours, cette distance est finie donc . De plus, cet inf est un min et il est atteint
pour le projeté orthogonal, i.e. cette distance vaut HX 2 L(X 2)“ (encore une fois faire un dessin),

dott via Q8, |m = d(X2,R;[X])* = | X2 — aX — |
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